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Funkeye, które dają się przedstawić za pomocą hypergeometrycznego szeregu 


(1) ER EG aat „| йазы a 


14 1.2.y(7 + 1) 
(w obszarze jego zbieżności), nazywać będziemy khypergeometrycznemi funkcyami i oznaczać symbo- 
lem F(x, 6, y, x), użytym pierwotnie przez Gauss'a (Disquisitiones generales circa seriem, ete.), dla 
oznaczenia szeregu (1). 


Gdy wiele funkeyj, tak algebraicznych, jak i transcendentalnych, daje się przedstawić za pomocą 
szeregu (1), а tém samém są funkcyami typu F(a, 6, ү, ©), przy rozmaitych wartościach argumentów, 
to badanie ogólnych własności funkcyj hypergeometrycznych, wprowadzając możność ogólnego trak- 
towania różnorodnych funkcyj, przedstawia dostatecznie uzasadniony interes naukowy. Rezultaty, 
ta drogą osiągnięte, znajdują już częste zastosowania, choćby np. w badaniu własności funkcyj sfery- 
cznych, tyle ważnych w teoryi atrakcyi i ciepła. 


Jedną z najważniejszych kwestyj w teoryi hypergeometrycznych funkcyj jest, bezwarunkowo, wy- 
znaczenie, dla jakich wartości zmiennćj z funkcya F(x, 6, т, 2) może być uważana za skończoną, 


ciągłą i jednowartościową. Та kwestyą, tak postawioną (*), zajmował się p. L. W. Thomé i rozwiązał 


NN 


C) B. Riemann (Abhandlungen der K. Gesel. der Wissenschaften zu Göttingen, tom VII), inaczój stawia zadanie. 
W liczbie warunków, któremi obstawia rozpatrywane przez się funkcye, znajduje się ten, że funkcya może mieć, 
jako punkta przerwy lub rozgałęzienia, punkta a, b, e (odpowiednią zamianą zmiennćj niezależnćj mogące być spro- 
wadzonemi do punktów 0, 1, с). Te funkcye, jak Riemann znajduje, koniecznie zadosyć czynią różniczkowemu 
równaniu liniowemu drugiego rzędu, bez niezależnego wyrazu i z racyonalnemiwspółczynnikami (Beiträge zur Theorie 
der durch die Gauss'sche Reihe darstelikaren F unetionen, $ 7). 

ААТ, П. | 
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ja w LXVI™ tomie dziennika Crelle'a (*), przy pomocy równania różniczkowego 


di d 
(2) 201—2) TĄ + [r— (a +68 + 1)z] 77 — аву =", 


któremu funkcya F(x,ß, ү, ©) zadosyć czyni. Przytoczymy cały ten ustęp. 


« Rozprzestrzenienie tej funkcyi po za koło zbieżności szeregu potęgowego(t) wyznacza się z linio- 

wego równania, któremu ten szereg zadosyć czyni, mianowicie z równania 

d'F y—l(o+P+t)rdF ub F—0: 

diè z(l — c) dr 11—20) * 
tu znajduje zastosowanie następujące twierdzenie o równaniach różniczkowych z racyonalnemi 
współczynnikami, które to twierdzenie zawdzięczam odczytom p. WEIERSTRASS'a. Gdy dane jest ró- 
wnanie różniczkowe liniowe neo rzędu z racyonalnemi współczynnikami i gdy około pewnego punktu 
х, zakreślimy koło, w obszarze którego te współczynniki pozostają ciągłemi, to danemu równaniu 
różniczkowemu zadosyć czyni jedna i tylko jedna funkcya, będąca jednowartościową i ciągłą funk- 
суа zmiennćj 2, i przybierająca, wraz ze swemi п — 1 pierwszemi pochodnemi, oznaczone wartości 
w tym punkcie 2,. 


«Na: mocy tego twierdzenia, funkcya hypergeometrycznego szeregu może być po za wszystkie 
punkta koła zbieżności tego szeregu, prócz punktu 2 = 1, rozprzestrzenioną, jako funkcya ciągła» 
jednowartościowa i taką pozostaje, dopóki zmienna nie przekracza pewnćj, samćj siebie nie prze- 
cinającćj linii, poprowadzonćj z punktu z= +14 do nieskończoności. 

« Jeśli zaś funkcya rozprzestrzeniona będzie i po za tę linię, to, w ogólności, ustaje jéj jednowarto- 
ściowość, jak to wskazuje formuła p. Kummer'a (tom ХУ tego dziennika), którą F(a, 8, y, ©) wyraża 
się przez całki szczególne równania różniczkowego, zależące od (1 — z) 


F(z, 6, т, д) = АЕ(о, b, +B —y + 1, I а) + ВИ — e) Fly — a, ү —8, y— a — b + 1, 1—2) 


(1—1) ЩҖү—9—6—1) pny!) Ща +P—r—1) 
Пу 1) 1—81) П —1) 106—1) 


£= , 
gdzie (**) 
y _ lim 1.2.3... у 5 
П) = „ы, | GED(G+2... (win) | 
albowiem ta formuła służy, dopóki (у —x — 8) nie jest liczbą całkowitą, a gdy przytóm ani х ani 
B nie są równe zeru lub odjemnćj liczbie całkowitćj, to B nie znika i punkt == 1, jest punktem roz- 
gałęzienia funkcyi. » 
Dotąd Thomé. Przywiedzione przezeń twierdzenie Weierstrassa dowiedzione zostało w tymże 
LXVI™ tomie Crelle'a przez p. Fuchs'a (***). Dowód ten jednak wymaga zupełnie odrębnego trakto- 
wania, mogącego być niedogodnćm przy wykładzie teoryi hypergeometrycznych funkcyj, który należy 


(7) Ueber die Kettenbruchentwickelung der Gauss'schen Function F (x, 1, ү, ©), str. 322, 323. 
("*) Zachowane przez pp. Kummera i Thomć'go Gaussowe oznaczenie jest z Legendre'owskićm w takim 


związku : 
П (c— 1)=T (г). 
(***) Zur Theorie der linearen Differenzialgleichungen mit verdnderlichen Corfficienten. Str, 122-125. 
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uczynić jak najelementarniejszym, aby z tą teoryą uczący się mogli wcześnie się zaznajamiać. — Prócz 
tćj jednak niedogodności, przytoczona metoda dowodzenia p. Thomé wymaga wyprowadzenia ad 
hoc formuły Kummer'a. By obecnie ją wywieść, nie można się już uciekać do zbyt wyłącznego i dłu- 
giego sposobu Kummer'a, i wypadnie, dla wyprowadzenia jéj korzystać ze wskazówek Jacobiego, 
zawartych w jego pośmiertnój pracy Ueber die Dt/ferenztialgleichung der hypergeometrichen Reihe (*), a 
i w tym razie wywód ten będzie wymagał poszukiwań, nie będących w bezpośrednim związku z na- 
szćm głównóm założeniem. 


Sposób dowodzenia Thomć'go wymaga, aby przytoczona formuła Kummer'a była przygodną, со 
obejmuje warunek, aby ani Щу — « — 6 — 1), ani (а + 5 — ү — 1) nie miały wartości nieskończenie 
wielkich, co mianowicie zajdzie, ilekroć х + Ё — y będzie zerem lub liczbą całkowitą. A ten właśnie 
przypadek dość często miejsce mieć może, np. 


Fü, 1,9,2)=— 190—9), 


F(t, Е jj, 


14 a= 2 
2'3' ai ) т KOZA 


1 1 1 — św du, 
F(-5> Pik e)=żf ER 


н )= A зы й. б а 
L 


c=u ' 


P(1, 1+ mt, ś 2-+ mk, — 4 


przy m zdążającém do nieskończoności. Ete. 


Prowadząc sposobem p. Thomé’go dowód téj zasadniczéj własności funkcyi F(a, ß, ү, 2), musielibysmy 
zupełnie oddzielnie wyprowadzać ciekawe związki między rozmaitemi hypergeometrycznemi funk- 
cyami, gdy tymczasem, przy dowodzeniu, jakie tu będzie przeprowadzone, można nieznacznie przy- 
gotować wszystko to, со dla ustalenia tych związków będzie potrzebnćm (**). Metoda, jaką podać za~ 
mierzamy, da się w następujący sposób streścić, 


Zbadać dla jakich wartości zmiennej 2 całka ogólna równania (2) pozostaje skończoną, ciągłą i jedno- 
wartościową. Następnie, korzystając z niektórych związków, przy tém badaniu otrzymanych, wykazać, 
jakie қа warości zmiennćj æ, dla których całka ogólna równania (2) może nie być skończoną, ciągłą 
i jednowartościową, a jego całka szczególna F(a, 8, y, ©) pozostaje już zawsze skończoną, ciągłą ije- 
dnowartościową. W ten sposób, wyłączywszy te ostatnie wartości z wartości, dla których całka 
ogólna może doznawać przerwy lub rozgałęzienia, rozwiążemy w zupełności nasze zadanie. 
з= ВЕЕ ADO 


С) LVI-ty tom dziennika Crelle'a, a także w trzecim tomie Jacobi mathemathische Werke. 
(*) Porów. moją rozprawę « O hipergeometryczeskich funkcjach ». Moskwa 4873. (Rozdział [i IL.) 
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Potrzeba zatóm zająć się naprzód całkowaniem równania (2). Gdy całkowanie to, za pomocą różni- 
czkowania przy dowolnym skaźniku, czego pierwsze zasady podał p. Liouville w ХХІ cahier dzien- 
nika Szkoły Politechnicznćj (*), a które w zupełności można uskutecznić dopiero według wskazań, 
podanych przez p. Holmgren w memoarze, przedstawionym (1865 r.) Sztokholmskićj Akademii 
nauk (**), wymaga jeszcze należytego opracowania i uproszczenia tćj metody, to pozostaje, dla 
uskutecznienia tego całkowania, postępować mnićj więcćj tą samą drogą, jakićj się trzymał Jacobi 
w wyżój wzmiankowanćj pracy, która cała, z wyjątkiem $$ 4, 5 i 8, jest poświęcona całkowaniu ró- 
wnania (2). 


W pierwszym rozdziale wskażemy, jak Jacobi, w różnych przypadkach, przedstawia całkę ogólna 
równania (2). W drugim rozdziale zajmiemy się wyznaczeniem, dla jakich wartości zmiennćj niezale- 
żnój, każda z całek, służących, w różnych przypadkach, na wyrażenie całki ogólnćj równania (2), po- 
zostaje zawsze skończoną, ciągłą i jednowartościową. W trzecim zaś rozdziale rozpatrzymy, kiedy 
taką bywa hypergeometryczna funkcya F(a, 6, 7,2). 


ROZDZIAŁ I 


$ 1. — Całkując równanie (2) przez szeregi, jako całkę szczególną otrzymujemy szereg (1), który 
może być zsummowany i przedstawiony całką (***) 


| (ү Ady 272. = 
(3) ЫН ЕВ] utd —ьу—#—(1 — cu)” "du 
tak, że całka 

UE 
(4) y= | ША — иу —#—(1 — zuj”"du 


U 
jest całką szczególną równania (2), о czóm i wprost możemy się przekonać (jak to właśnie Jakobi robi) 
wsławiwszy ја w równanie (2), wraz z jéj pierwszą i drugą pochodnemi względem s. Aby całka (4) 
miała znaczenie, potrzeba, aby pi у — 6 były dodatne, a jeśli są to ilości kompleksne, to aby ich rze- 


C) Mémoire sur U integration de l'équation 
(ma? -ns -+- p) z + (92+) z 4 sy ==0, 
й Taide de différentielles à Vindices quelconques. Całkowanie jednak równania (2) według metody Liouville'a jest nie- 
illuzyjaćm tylko wtedy, kiedy argumenta « i 6, pierwiastki równania 
т (p 1) u=—qu+s=0, to jest — 1.(p+1) p+(a+F +1) p — ap =0, 
są liczbami całkowitemi. 
(©) Om differentialkalkylen med indices af hvad natur som helst af Н, J. Holmgren. 


(**) Porównaj $ t rozprawy « Rozwinięcie na ułamek ciągły stosunku » ete. (« Pamiętnik », tom VID. Tam także jest 
wyjasnione, dlaczego argument ynie ma znaczenia zera, lub liczby calkowitéj odjemnćj. 
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czywiste części były dodatne, Przy tém zastrzeżeniu, mamy następujące wyrażenie hypergeometry- 
cznćj funkcyi : 


(5) F(a, B, ү, 2) =т= wA —и)у—#-Ч(4 — zu)”* du. 


Tak z wyrażenia (1), jak i z wyrażenia (3) dla hypergeometrycznćj funkcyi F(x, @, y, 2) wy- 
pada że 


ГЕ, 2] =t, [% ze, Ыт, ahte 


=0 c=0 


Dlatego téż hypergeometryczną funkcyę F(a, 6, y, 2) możemy jeszcze określić, jako funkcyę za- 
dosyć ezyniącą równaniu (2) i dla ж==1 przybierającą wartość 1, zaś jćj pierwsza pochodna, war- 


A 


tość i 
Y 


§ 2. — Jeśli w całce (4) uskutecznimy kolejno podstawienia 


1—0 v 


u= ; u=i—v, u= — 
1—02 є 1—2 02 ' 


to granice jej pozostaną niezmienione i otrzymamy kolejno 


1 
у=(—жу—*- 4 ш—#—({ — v)27-:(4 — ro) dv, 


1 


(6) у=@—г)-* | ике 4. =") йд, 


2 — 


1 ЗА 
у= 0-4) | o- (41 0) (===) “dv. 


W tych całkach -podintegralne funkcye są utworzone przez pewne potęgi czynników, zupełnie 
analogicznych z czynnikami podintegralnćj funkeyi całki (4). Całki (е zatém, po pomnożeniu ich przez 
tenże sam czynnik 


Г(ү) 
(7) TAT)" 


mogą być, według wzoru (5) tak przedstawione 


(1—2) (уо, у), ү, 2), 
(0—2) Е (1— bn) 
080606 24). 


Że zaś całki (6), ро pomnożeniu ich przez stałę (7), są tylko przekształceniem całki (3), przedsta- 
wiającój hypergeometryczną funkcyę F(a, $, ү, 2), to otrzymaliśmy następujące trzy przekształcenia 
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Eulera : 


в) F(a, 6, тоа) — a) Fly — 2, ү —h, ү, а) (*), 
ч ч ш i 2) =н Г z)” F (», AET 8, т, —- 1 | (*), 
(10) F(a, Ё, т, ej=(—2)-+F(f, елы £) | 


z których ostatnie może być z poprzedzającego wyprowadzone na zasadzie symetryczności tak ró- 
wnania (2), jak i szeregu (1) względem argumentów a i $, tak, iż oczywiście 


(11) F(a, 6, ү, ж)==Е(, a, ү, 2). 


Dlatego, jeżeli rzeczywiste części liczb 6 i y— 8 nie są dodatne, lecz dodatne są rzeczywiste części 
liczb а iy—au, to możemy w prawćj stronie równości (š) wszędzie zamiast х stawić 6, i 
wzajemnie, 


$ 3. — Probując, czy całka 
12 = | u” "u)t"*"'(H — ru) du 
y 


nie czyni zadosyć równaniu (2) przy innych granicach, niż ‘poprzednie 0 i 4, Jacobi znajduje, że gra- 
nicami całki (12) mogą być tu jeszcze wartości 


"4 
t= ©, Uz*, 
z 


z których pierwsza jest uwarunkowana tém, żeby rzeczywista część liczby « + 4 — y była dodatna, 
gdy druga wymaga, aby dodatną była rzeczywista część liczby 4 —a. W ogóle zatóm, całka ozna 
czona (12) zadosyć czyni równaniu (2), jeśli jako granice, brać będziemy] 


, 


(13) 0,1,-& ©, 1 
2 
przy warunku, żeby rzeczywiste części, odpowiadających tym granicom, liczb 


(14) Ву b,a 1 —y, I —« 
były dodatne. 


$ 4. — Wartości (13) możemy w taki sposób nadawać granicom 


а, i by, 


a, i b, 


(C) Nova acta academie imperialis petropolitana (tomus XII. Specimen transformationis singularis serierum, 
ipag. 62) 


(*) Porównaj Kummer’a w XV-tym tomie dziennika Crelle'a, str. 35 i 54. 


http://rcin.org.pl . 


'FUNKCYE HYPERGEOMETRYCZNE. 


całek 


b >h, 
(13) f О и) 01 — ru) du, | AA ш) 2 — cu)7* du, 
a 


1 а» 


żeby liczby a, і b były albo obie większe, albo obie mniejsze, niż liczby a, i б,. W ten sposób 
otrzymamy trzy następujące układy granie : 


dla а, i b, dla a, i b, 
> 1. 
W z WWI, 71%, 
К 0i— o, 11-, 
© 
mł 3 
IM... 005 1i+ о. 
g 


h t r 2 ; BA! 5 - p . 
Z tego skematu widoczna, że, gdy w układzie I wielkość – ma się znajdować zewnątrz prze- 
pa 


działu, objętego liczbami 0 i 4, to układ granic I odpowiada przypadkowi, gdy szukamy całek dla 
wartości z < +1 i wtedy, w drugićj całce, należy wziąć + © lub — © stosownie do tego, czy war- 
tość z jest dodatną, czy tóż odjemną. Podobnie, układ granie III odnosi się do wartościz > +1 i 
2 <0. Układ zaś granie П odnosi się do 2 > 0, tak większych jak i mniejszych od jedności. 


W skutek tego, jeśli w całce 


b, 
(16) Г} ША — и) 2—01 — ru)”* du, 
а, 
t. j, w jednćj z całek (15), traektorya całkowania jest linia prosta a, ... b, to nie ma na tćj linii punk- 
tów a, i ba, granie drugićj całki (15), któreby mogły być punktami przerwy lub rozgałęzienia 
całki (16). 


Ponieważ na płasczyznie współrzędnych zmiennćj 2, kompleksne wartości zmiennćj © znajdują się 
zewnątrz prostćj łączącój dwie którekolwiek z granic 0, I i-= œ, to te całki oznaczone, przy pomocy 
których przedstawimy całkę ogólną dla wartości z, leżących zewnątrz osi odciętych, mogą tracić 
znaczenie, jeśli je zechcemy odnieść do wartości 2, odpowiadających punktom osi odciętych. Lecz 
całki, mające znaczenie dla rzeczywistych wartości zmiennéj z, nie tracą go dla jéj kompleksnych 
wartości. Dlatego potrzeba we wszystkich przypadkach, jakie przedstawiać mogą argumenty a, 6i y, 
wyprowadzić dwie całki oznaczone, odnoszące się do rzeczywistych wartości zmiennćj z. 


Prócz tego, gdy całki, odnoszące się do odjemnych wartości x, mogą być przedstawiane całkami 
układu Ti III, t. j. całkami odnoszącemi się odpowiednio także i do wartości c < +1 i +x > 1, zaś 
айт układu II nie mają znaczenia dla wartości æ <0, to utworzywszy dwie całki, odnoszące się do 
2< +1, i dwie do w> +1, możemy, za pomocą dwóch z tych całek, nienależących do całek 
układu granie II, przedstawić całkę ogólną dla wartości z < 0. Widzimy więc, że należy tylko wy- 
znaczyć całkę ogólną dla dodatnych rzeczywistych wartości «c, z tém jednak, żeby w liczbie czterech 
całek (z których dwiema wyraża się całka ogólna dla c < +1, a dwiema dla x `> -+1) znajdowały 
ię, dwie nie tracąc znaczenia dla odjemnych wartości zmiennćj z. 
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Te sześć całek typu (16) są : 


ъ1 
ik J w” иу 2 (1 — zu)” "du, 
0 
(6) 
р [ и и) (1 — wu)”*du, 
JI 
z 
П“ ] и — uy A — eu) du, 
0 
: ż 
п J Z а мА — zu)-"du, 
1 
Ш“ ) ? а ш) TA — zu) "du, 
0 
+e 
ni” (i nè —ujt"F"'(l — си) и; 


1 
każda z nich traci znaczenie, jeżeli nie są wypełnione warunki wymagane przez jćj granice. 


Zamianą zmiennćj niezależnćj sprowadza Jacobi te całki do takich, w których granicami są 0 14, 


a mianowicie - 
1 
11) а= 0... gt { к= 0) И во)" do, 
xv 0 
v— 1 & 2—1 |] 
= эмы „М pir A=Y(1 am 008—114 — 6709 1 
(18) и z П z T “(А =v) ( s o) dv, 
"r, = 1 b SE oe 1 m eZ: _c— i Arsa 
(19) u= трга рну 1 ЖЕУ". 1 2) J? v (1—0)! Ы ( m o) dv, 
1 
v = r A түт 
(20) u= = IM 2. z $ v= — v) ү, = v) dv, 
1 n z А52 p". 1)” 
(21) u=- ЖАЙ IŻ. 027 ФУ чен? ч —-v) dv. 
v 4/0 z 


$ 5. — Całki te maja znaczenie, lub tóż je tracą, stosownie do tego, czy odpowiednie każdćj całce 
dwie z liczb (14) mają rzeczywiste części dodatne, lub nie. Oznaczymy rzeczywiste części liczb a, fi 
ү przez œs, Bo i Yo. 

Jeśli argumenta a, 8 i у zadosyć czynią warunkom, niezbędnym dlatego, aby dwie całki (15), które 
nazwiemy A i B, miały znaczenie, to dla tych wartości zmiennćj x, dla których one pozostają skoń- 
czonemi, ciągłemi і jednowartościowemi, całka ogólna równania (2) będzie 
(99) С,А + CB, 
gdzie С,1 С, są stałe całkowania. 
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Ponieważ lewa strona równania (2) jest symetryczna względem argumentów х i 6, to możemy ten 
z nich, którego rzeczywista część jest większą, nazwać ß, tak, że w tym i następującym S$ przyjmu- 
jemy «, nie większe od 8,. W ten sposób Jacobi liczbę wszystkich możliwych tu przypadków zredu- 
kował do dziewięciu. 


15) B>W wZK>=0 x>U уузу: > 0, 


10 
Z pierwszych dwóch nierówności wypada, że są wypełnione w tym przypadku warunki dla granic 0 
1. Warunkom zaś dla pozostałych granic, t. j. 


(23) а 15-20 1 1 —@:>0. 


zadosyć się tu stanie tylko dla wartości — 1 << +1, a zatém 0 < 8, < Yo <l-+ra,<2. Z tego 
wypada, że warunki (23) nie sa wypełnione dla wszystkich, w naszym przypadku możliwych, 
wartości argumentów a, $,iy; skutkiem tego, możemy tu całkę (16) wziąć tylko między granicami 
011, tak, że z sześciu całek (16) możemy tu wziąć tylko całkę 1“, która, jakeśmy widzieli ($ 4), nie 
odnosi się do wartości © > 1. 


2) Ь:>0, yy —8, >0, a, < 0, y— %2 0; 


tutaj, oprócz warunków dla granic 0 i f, wypełniony jest jeszcze warunek dla granicy — to jest 
4 


1 —% > 0, dla wszystkich, w tym przypadku możliwych, wartości argumentów a, Bi y. Zadosyć 
uczynienie czwartemu warunkowi 


%9 Hl—y>0 
wymagałoby znowu ograniczenia wartości tych argumentów : 0> x, > —1, a skutkiem tego 
Р а RETE ; : 1 : А 
0<p<y<l+u<1. Nadając więc całce (16) granice 0, 1, —, możemy przy pomocy całek I*i Il? 
L 
wyrazić całkę ogólną, odnoszącą się do wartości w < 4, zaś przy pomocy całek П” i Ше wyrazić całkę 
ogólna odnoszącą się do wartości s > 1. 


3°) Bo > 0, у < 0, > 0, %—а@ > 0; 


jeżeli w tym przypadkułzamiast wyznaczenia granie dla całki (16), będziemy je wyznaczać dla całki 


"b, 
J u*"'(1 — u) (1 — zuj”? du, 
4 


f 


[1 


to trzecia, czwarta i druga z nierówności założenia wskazują, że są wypełnione warunki dla granie 
0, 1i-E æ téj całki. Pierwsza zaś nierówność założenia nie dozwala, dla wszystkich, w tym przy- 


padku możliwych, wartości argumentów «,ß i у wziąć, jako jednę z granie ilości? « Widzimy 
T 


więc, że, dla utworzenia całki ogólnéj należy z sześciu całek typu (16) wziąć dla z <14 całki 14 і П), 
zaś dla w > 4 całki Пе i III; gdzie wskazówka (х) oznacza, że w całkach (16) агдишешух1 8 są 
między sobą przemieszczone. 


Prowadząc podobne rozumowanie i w pozostałych (sześciu przypadkach, dochodzimy do rezul- 
przyp , у 
АВТ, II. 2 
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tatów, które dla wszystkich dziewięciu, możemy w ten sposób zestawić :` 


Bo то — В % Yo— % dla z <1 dlac>4 
1) + + + + К 
9) + s; = m Ie i rr” I» i Nie 
3) + = ке 4 Ie i Ila II i Шоу 
а) Р, + = 4: = П П“ 
5) + — — + Ше 
"JP Эл e > I i Ile Me i Ш 
DD = Bi — + П * П” 
8) — — — -+ Dea i б) Mio i Ш 
m. m =. sp P 


8 6. — Ztąd widzimy, że w przypadku 1, 4, 5, 7 i9 albo ani jedna z sześciu całek typu (16) nie za- 
trzymuje znaczenia dla niektórych wartości zmiennéj 2, albo tóż pozostaje 'niedosyć całek, aby mo- 
żna było przez nie wyrazić całkę ogólną postaci (22) równania różniczkowego (2) dla wszystkich war- 
tości zmiennćj 2. | 

Dla tych przypadków, za pomocą pewnćj ogólnćj metody (*), Jacobi wyprowadził następujące całki 
zastępujące ten niedostatek.1 


W przypadku 1Ут, dla wartości z < 1 


= © а" zz, sę Sy. 2 atn=y 
(24) аа) [7 gia 1-(‹ ге) dt, 


1—2 
gdzie n jest liczbą całkowitą, dostatecznie wielką, aby 4 — (у —«,—n) > 0; dla wartości zaś г > 1 


odpowiedniemi całkami będą 


(25) J r [ETU — ttt]. (t— 2)" 0, przy 1 — (1, —n)> 0, 
(26) еа pool, pray 1— (6, — n) > о, 
W przypadku 45m, dla wartości 2 < 1 
(27) 2-* BEŻ Гаа — 9) 0-21) dt, przy 4 — (a, —n) > 0; 
zaś dla 2 > 1 
(28) > И — ж) —*—1].(,— х)"—%@, przy 1 —($, — п) > 0. 


(*) Ta metoda wyłożona w $$ 2 i 19 memoaru Jacobi'ego. 
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W przypadku 57%, dla wartości © < 1, 


(29) а—)-—* f: е 76 — Ga 22) % przy 1 — (8, =n) > 0, 


2—4 


Р И i. d” «v/i а A үке | ; А 

(зо) 0 | gate 4—071.(6—7) dt, przy 1— (641) > 0; 
т 

zaś dla wartości 2 > 1, niedostającą całkę możemy przedstawić całką (29), biorąc w niej tylko, jako 

górną granicę, +% i zachowując tenże sam warunek dla całkowitej т, 


W przypadku 77", dla wartości z < 1, 


(1) 1 у = [e 11575]. (ш 2 — ") рту 1—(——л)` > 0; 


zaś dla wartości z > 1 
6) aaam | тау. ayt de, przy 1 —(1—,—n) > 0. 


Nakoniec, w przypadku 9vm, dla wartości z <14 


© d» 1 n+a—l 
є е Т =p е о —=—} węg waz NSE = pz ` . 
(33) 21—101 — 2) R = — [7 — 0): 1; ( rex 1.) dt, przy 1 — (1 a, —n)>0: 
[р а 
zaś dla wartości z > 1 
(34) 7 T E > [E 977]. (t ~ к)", przy 1 — (1 аз v—n) > 0; 
(35) sf [ 4 — 4) 7]. (t 0)" 042, przy 1—(1 + B, — yo —n) > 0. 


ROZDZIAŁ II 


$ 7. Zajmijmy sie teraz wyznaczeniem, dla jakich wartości zmiennćj © każda z całek, któremi może 
być, przy rozmaitych argumentach a, ß i y, przedstawiona całka ogólna równania 
dzą 
201—2) Atira] — aby =0, 


pozostaje już zawsze funkcyą skończoną, ciągłą i jednowartościową zmiennćj т. 
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Całka (4) 


„1 
jz (i uż”! (4 — u)? (1 — ru)”* du 


jest summą ГапКсу} zmiennćj 2, z których każda jest już zawsze skończona, ciągła i jednowartościowa 
dla wszystkich punktów płasczyzny zmiennćj 2, za wyłączeniem linii łączącćj punkta + i ос, które to 
punkta, przy niektórych wartościach wykładnika «, mogą być punktami rozgałęzienia, albo téż punk- 
tami przerwy tych funkcyj. Że zaś całkowanie odbywa się między granicami 0 i 4, to і przyjmuje 


wartości od 4 do ce, tak że pewna linia, siebie samćj nie przecinająca, a łącząca punkt 4 z ос, będzie 
geometrycznóm miejscem wszystkich możliwych punktów rozgałęzienia lub przerwy wszystkich 
elementów naszćj całki, jeżeli tylko te elementy uważamy jako funkcye zmiemnćj 2. Całka zatóm nasza 
jest już zawsze funkcyą skończoną, ciągłą i jednowartościową dla wszystkich punktów płasczyzny 
zmiennćj z, nie leżących na pewnćj, samój siebie nie przecinającćj linii, poprowadzonćj z punktu 
+1 do ©. 


Jeżeli zaś całkowanie uskutecznimy po prostćj 0... + 1, to ta linia jest prostą + 1... + œ. 
58. Gosię tyczy całki (17) 


1 | 
P * aj wf — ш) (4 — su) du 
o 


to do całki 


и 
Í (u) (1 — suy- du 
0 
możemy odnieść to wszystko, cośmy о całce w poprzedzającym $ rozbieranćj powiedzieli, z tém 
tylko; że wykładnikowi — « tamtéj całki odpowiada tu wykładnik у — 8 — 1. Że zaś, przy niektórych 
wartościach argumentu y, czynnik тїї całki I” może mieć punkt s =0 punktem przerwy lub roz- 
gałęzienia, to, połączywszy punkt c=0z ос pewną linia, nieprzecinającą tak samój siebie, jak i linii 
łączącój punkt + 4 z œ, widzieliśmy wszystkie te punkta płasczyzny zmiennćj x, dla których całka 
1° może doznawać przerwy lub rozgałęzienia. Tak, że, w ogóle, całka I” jest już zawsze funkcya 
skończoną, ciągłą i jednowartościową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj ©, prócz punk- 
tów dwóch linij, łączących każdy z punktów 0 i ++ 1 ze i nieprzecinających tak każda samćj siebie, 
jak i jedna drugićj. 

Jeżeli ceałkowanie odbywa się według prostćj 0. . „+1 i jeżeli punkt < =0 połączymy linią prostą 
ж + w, lo wtedy całka jest funkcyą skończoną, ciągła i jednowartościową we wszystkich punktach 
płasczyzny zmiennćj =, prócz punktów prostćj 0...-+ =. Możemy także punkt 0 połączyć prostą 
z — œ і wledy prosta 0... +- = będzie zastąpiona dwiema prostemi — %...0i -1...+ 2. 


& Ө. W całce (18) 


а фол 
ш КГ" | и (1 0)" \! ZĘ u) du 
«Јо 4 
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stać się może zerem dla wartości 


skutkiem tego, ciagowi wartości dla u od Odo 1 odpowiada ciąg wartości dla z od 0 do — % i całka П“, 
jest funkcya skończoną, ciągłą i jednowartościową we wszystkich punktach płasczyzny 2 — u, prócz 
punktów samćj siebie przecinającćj linii poprowadzonćj z punktu O do 8, a jeżeli całkowanie odbywa 
się po prostćj 0...-+ 4 to ta linią jest prosta 0...— œ. : 


Całka (19) 
1 > = 
п а (00у jA u" — uj! \! —— w) аи 
0 


może mieć prócz tego jeszcze punkt krytyczny 2 = 1, tak, że całka II” pozostaje skończoną, ciągła i 
jednowartościową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj 2, prócz punktów, dwóch tak sa- 
mych siebie jak i jedna drugićj nieprzecinających, linij, poprowadzonych z punktów 0 і 1 do ©, 
Jeśli całkujemy po prostej 0...1 ijeżeli punkt z=1 połączymy linią prostą z + © to wtedy całka 
П jest skończona, ciągła i jednowartościowa we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj s, prócz 
punktów dwóch prostych — © ...0i +1...+%. Jeśliśmy zaś punkt c=1 połączyli prostą z — 
to te dwie linie zastąpi prosta — 2с... 1. 


$10. Podobnóm rozumowaniem odnajdziemy, że całka (20) 


1 1 \ 
ш“ gf u"! (1 — uf! —- үүт du 
0 z 


pozostaje skończoną, ciągłą i jednowartościową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj z, nie 
leżących na dwóch liniach, nieprzecinających tak samych siebie, jak i jedna drugićj, poprowadzonych 
jedna z punktu 0 do punktu 4, a druga z punktu 0 do æ. Jeśli całkujemy po prostćj i punkt r=0 
połączymy prostą z + оо, to te dwie linie zastąpi prosta 0. . . -- 2 ; jeśli zaś punkt : £ =0 połączymy 
prostąz — ©, to odpowiednią linia będzie prosta —...-+ 1. 


Co się zaś tyczy całki (21) 


1 ; = 
III” a— f ui (1 = тке! ( ak Н u) du, 


to zauważmy, że po wniesieniu czynnika 2—* pod znak całkowania, całka ta da się zastąpić całką 


fe (1 — u) 0а — u)—* du, 


która pozostaje skończoną, ciągłą i jednowartościową dla wszystkich wartości zmiennćj z, nie odpo- 
wiadających na jéj płasczyznie punktowi pewnéj, saméj siebie nie przecinającćj, linii, łączącćj punkta 
0-11. Jeśli całkowanie odbywa się ро prostćj, to tą linią jest prosta 0...-+ 1. 

$11. W podobny sposób możemy roztrząsać całki $ 6, uprzednio jednak trzeba odpowiednią za- 
mianą zmiennćj niezależnćj wyrazić każdę z owych całek za pomocą całki ze stałemi granicami. 


Tak całka (24) podstawieniem 
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może być zastąpiona przez całkę 


Е n 
J 75 [шт A — c — u)”5].(1 — ujt” rdu, 
która jest funkcyą zmiennćj 2 skończoną, ciągła і jednowartościową we wszystkich punktach płas- 
czyzny z, nie odpowiadających punktom pewnćj, samćj siebie nie przecinającćj, linii, popro- 
wadzonćj z punktu 0 do nieskończoności, które to punkta mogą niekiedy być punktami przerwy lub 
rozgałęzienia naszćj całki. Jeśli całkowanie odbywa się po prostćj, to owa linia jest prostą — ©...0 


Całki (25) i (26) podstawieniem 
t=xc—(z—l)u 


dadzą się zastąpić przez całki 


(1 -7 f 2 {| и — — „Ak (1— upa а du, 


(1 =z) = [(: те 2 ) (1 — иу: т е, 
0 R sè 


które pozostają skończone dla wszystkich wartości zmiennćj =, prócz odpowiadających punktom 
dwóch, samych siebie i jedna drugićj nieprzecinających linij, jednćj, łączącćj punkta 0 і 4, a drugićj, 
poprowadzonćj z punktu 1 do nieskończoności. Gdy będziemy całkować po prostćj, to pierwsza z tych 
linij zamieni się na prostę 0...1, a gdy całki te mają się ($ 6) odnosić do wartości x > 4, to jeśli wy- 
stawimy sobie punkt -+ 1 połączony linią prostą z — «©, to wtedy całki te pozostają skończonemi, 
ciągłemi i jednowartościowemi we wszystkich punktach płasczyzny 2, prócz punktów prostćj 
— ©,..+1. 


Całka (27) w skutek podstawienia 


2—4 +0 
т 


t 
zamienia się na całkę 
zm [ и 1 ау (1 — u)*—'| ипи, 


która zostaje skończoną, ciągłą і jednowartościową dla wszystkich wartości <, prócz punktów linij, 
łączących punkta + 1 i 0 z nieskończonością. Gdy ta całka ma się odnosić do z < +1, to, całkując 
po prostćj i łącząc prostą punkt c =0 z —«, poprzednie linie zastępujemy dwiema prostemi 
—o».,.0i1 +1..-+0. 

Aby nie powtarzać więcćj tych samych wyrażeń, со do dalszych całek $ 660, przez skrócenie wy- 
mienimy tylko przy każdćj podstawienie, całkę w którą przez to podstawienie ona przechodzi, linie, 
które należy wyłączyć z płasczyzny zmiennćj, a także te linie, w jakie poprzednie przechodzą, w ra- 
zie całkowania po prostćj i łączenia pozostałych punktów krytycznych liniami prostemi z ос. 


Całka (28); 
t= ue; 


—= 


—% d” —{( кы „| mami — 7 JN="B 
2 ВА л [и°—({ — uz)! Ja — u)’ du, 


linie, łączące 021102 о; prosta — œ... +1. 
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Ка (29) (*); 


(= — (I —1); 
WS 


(36) т ун gi И UA". tdu 
inie, łączące punkta 0 iAfz © proste — © ...0i +1... + о. 
Całka (30); 


_A+(0—1u, 
= 


{ 


— amm | EA ана нав 
0 


livia, łącząca punkt 1 z ©; prosta --4...+ Ф. 


Całka (31); 


(an Sa и +21 8—0) 0). tet du; 
linia, łącząca punkt +4 z о; prosta +1... о. 
Całka (32); 
t=crfl —u); 
па [та ау и а utt du; 
wo 


linie, łączące punkta 0 i +4 oraz +1 z; prosta — œ% ... +1. 
Całka (33) ; 


1=u, 
RZ 


zi — s" D. [U — u) (и — a) 1] "+41 du; 
o du" 
linie, łączące 0 i +12 ос; proste —»..,0i +4...+ 0. 


(*) Całka (29), gdy za górną granicę weźmiemy +- ә, odpowiada wartościom æ > 4 w 5-tym przypadku (S6). 
Wtedy ta całka, tćmże samém podstawieniem 


т 


gdyż tu mianownik jest już dodatny, gdy poprzednio był odjemny) przechodzi w całkę (36). Odpowiednie linie są = 
linie, łączące punkta 0147 оо ; prosta — о... +1 
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Całki (34) i (35); 


t= <x + (1 — x) u; 


s= О N | 
т=ш= | п [ic + (1—х)н|®-!(4—и)—2]ш*"—°—14и, 
u 


du" 


«'71(1 — z) в [je (1—2) ш? (1— а ааа 
Ш 


linie, łączące punkta 0 i +1 z © ; prosta — о... -- 1. 


ROZDZIA4 III 


$12. Z badań poprzedzającego rozdziału widzimy, że każda z dwóch całek szczególnych, za pomocą 
których może być przedstawiona całka ogólna równania 


i ФУ _( ШУ TPR 
(9) 201—2) т [r — («+8 +1)2] у aby =0, 


przy wszelkich wartościach argumentów 2, 8 i y pozostaje zawsze funkeyą skończoną, ciągłą i jedno- 
wartościową we wszystkich punktach płasczyzny zmiennćj æ, prócz jednćj, albo też dwóch z po- 
między następujących trzech linij, nieprzecinających (każda) tak samych siebie, jak i jedna drugićj ; 
jednój, łączącćj punkt 0 z punktem + 1, drugićj, łączącćj punkt O z «©, i trzecićj, łączącćj punkt + 1 
z». Tak że, w ogóle, trzema krytycznemi (osobliwemi) punktami są punkta 0, + 1, ©. 


Jeżeli całkowanie odbywa się po prostej, to te trzy linie mogą być następującemi prostemi : 
1) 0...+1, 2) +1...+ œ, 3) —«...0. 


5 13. Gdy hypergeometryczna funkcya, według określenia, może być przedstawiona za pomocą 
szeregu (1), dopókąd on nie przestaje być zbieżnym, t. j. 


m 


CIELENE 


F +,£)= де? | 
(«, b, і? ©) r E +1) 


a ten szereg jestzbieżnym dla wartości z, mających moduł mniejszy od jedności, to funkcya F (a, 6, y, 2) 
jest dla tych wartości, а tém samém w punkcie 2 = 0 i około niego, funkcyą skończoną, ciągłą i 
jednowartościową. 


Ponieważ tedy punkt z=0 nie jest krytycznym punktem funkcyi F(x,5,y,0), to ta funkcya nie 
może doznawać przerwy lub rozgałęzienia w punktach tych z powyżćj wzmiankowanych linij, które 
{асла punkt s=0 z innemi krytycznemi punktami jakiejkolwiek całki równania (2). Dlatego, z po- 
wyższych trzech linij należy wyłączyć od punktu 2 =0 do punktu s= +1, jak również linię, idącą 
od punktu 2 = 0 do nieskończoności (ta linia nie przechodzi przez punkt c = + 1). Tym sposobem 
pozostaje tylko linia, łącząca punkt w "+ i z nieskończonością. 


Gdy owe linie są w poprzednim paragrafie wyliczonemi prostemi, to wypada wyłączyć proste 
— 00...01 0... +1, tak że pozostaje tylko prosta + 1...-+ «c. 
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Widzimy zatóm, że hypergeometryczna funkcya Е (a, 8, y, ©)(*) pozostaje zawsze skończoną, ciągła 
i jednowartościową dla wszystkich wartości zmiennćj z, nie odpowiadających na płasczyznie «c — и 
punktom pewnćj, samćj siebie nieprzecinającećj linii, poprowadzonćj z punktu r= =+ 1 do «©, która 
można zastąpić prostą + 1...-+ œ. 


$ 14. Że punkt x= + 1 może być istotnie punktem krytycznym funkcyi F(a, 6, y, £), objaśnią 
najlepićj przykłady. Tak 


rii 2, 2) = — 1080—49), 
T 
jakoż, dla z= +1, funkcya F (41, 1, 2, х) nie ma wartości skończonćj. Jak tylko na płasczyznie 
zmiennéj 2 z punktu z = + 1 poprowadzimy samćj siebie nie przecinającą linię do nieskończoności, 
od pewnćj wartości naszćj funkeyi, odpowiadającćj jakiemukolwiek, na tćj linii nie leżacemu, punk- 
towi płasczyzny «5%, do innćj wartości podobnój, będziemy mogli (nieprzekroczywszy озуб} linii) 
dojść, nie doznając przerwy albo rozgałęzienia. 


Podobnie funkcya 


СЕР ЛС ЧО а шот du 
(6528 ) == z 


mieć będzie linię punktów przerwy lub rozgałęzienia, wychodzącą z punktu sT? = + 1 do 27° = œ, 
czyli dwie linie (nie przecinające tak samych siebie, jak i jedna drugićj) : jednę, łączącą punkta 
z= +1 i 20, drugą zaś łączącą punkta c = — 1 z z = 0. Tak, że, jeżeli całkowanie odbywa się 
po prostćj, to te linie zamieniają się na prostę —1...+1. 


Weźmy jeszcze taki przykład. Przy nieskończenie wzrastającóm k, jest 


(1, k, 4, 7) =e; 
ta funkcya (**) ma doznawać przerwy na linii od > = +1 do nieskończoności, czyli od x = k do nie- 


skończoności. Lecz, gdy k jest nieskończenie wielkie, tó nasza funkcya e” jest skończoną, ciągła i jedno- 
wartościową dla wszystkich skończonych wartości z. 

$ 15. Można jeszcze w taki sposób bezpośrednio dowieść, że hypergeometryczna lunkcya F(x, 5, 7,0) 
pozostaje zawsze skończoną, ciągłą i jednowartościową dla rzeczywistych odjemnych wartości zmien- 
néj ж. 

Wyprowadzone w $ 2im przekształcenia Euler'a (8) i (9) otrzymane były z porównania całek, które 
mają znaczenie tylko przy niektórych wartościach argumentów х, 6 і у. Łatwo sprawdzić przygod- 
ność tych formuł i wtedy, kiedy owym warunkom dla całek nie staje się zadosyć, 

АЖ ы Шр ск ы э ҖЫ» 9. 12 „ш, 


(*) Ta funkcya może być niekiedy racyonalną funkcyą zmiennćj æ i wtedy jest skończoną, ciągłą i jednowartościową 
dla wszystkich skończonych wartości «x. Np. przy n całkowitóm i odjemnóm 


F (1, n, 1, z) = (I —2)7% 


(**) Równanie różniczkowe (2), któremu ta hypergeometryczna funkcya zadosyć czyni, jest 


ау dz е2 
© za +(l — 2) = —у=0, 
AKT. II. 3 
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Funkcya y = F (a, 8, y, £), mogącą być przedstawioną dła wartości zmiennćj r, mających moduł 
mniejszy od 1, za pomocą szeregu 


(a) у=1 + r+.. А 


zadosyć czyni równaniu 


(b) zU— 27! + [r— (6 ++ 1) 2] z! — py =0. 
Przyjmijmy 
s 
е = : 
(©) х=) 


wtedy równanie (5) przejdzie w naslępujące: 
«Р, : 4, 
s(t —з © +(—3) [r + (+ B— r—1)5] zy — aby =. 
Czyniąc w tém równaniu 
(4) у==(1—)": 


i dzieląc, następnie, jego wyrazy przez (1 —s)”, otrzymujemy 
(e) s (4 -y 0% U —s) [7 — (х + p—r—2n—1)3] F + іт + [(y — a — p) s— y] m + apj z =0. 


Ażeby wszystkie współczynniki w tem równaniu były podzielne przez (1 — 5), t. j. żeby ono mogło 
być sprowadzoném do takiego równania, jak równanie (b), należy liczbie m dać taką wartość, aby 
współczynnik przy z był wielokrotnością ilości 1 — s. To będzie mieć miejsce, gdy liczbie m damy 
jednę z dwóch wartości 


m=a, m=B. 
Dla pierwszćj z tych wartości, równanie (4) przejdzie w równanie 
айз) rla (—0 +1] 2 al 0:0, 
zkąd widoczna, że temu równaniu zadosyć czyni hypergeometryczna funkcya 
z=F (a, ү— 6, т, 5), 
mogąca być dla wartości з, mających moduł mniejszy od 1, przedstawioną zbieżnym szeregiem 


«(үҮү—8),_‚ ala + 1)(y —B)l(y— B +1) » 
Ay Орр ЛҮК +... 


czyli szeregiem 


jaga SED. a «(« + 4) (r—8)0—8+1)/_z_[' 
(Р) POOR ZEG” 3.2.70 +1) (==) еме 


Хаёт, na zasadzie związków (c) i (d), otrzymujemy 


F(x, b b z) =(1— x)" p (5 р бы В, т, =ч) 1 


t. j. formułę (8). Formułę zaś (9) otrzymamy w podobny sposób, przy m=f. 
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Gdy funkeya 


(9) (—2psz=(—2)— [14 58 +... | 


Zadosyć czyni równaniu różniczkowemu (b) i gdy 
[== +=, 
Ка aß 
=. (4 — 7)78z =L 
[5 ( 4 | 5 v 


to funkcya (g), dópóki szereg z jest zbieżnym, przedstawia hypergeometryczną funkcyę F (a, 8, ү, 2), 
według jéj określenia, danego w $ t**m, A ponieważ szereg z, t. j. szereg (f) jest zbieżnym dla war- 
tości —4 <s< 1; zaś ciągowi wartości sod —1 do + 1 odpowiada na mocy związku (c), ciąg war- 


„e 1 3 5 А е 
tości x od + 3 do — ж, to hypergeometryczna funkcya F (a, 8, y, z) jest funkcyą skończoną, ciągłą i 


Jednowartościową dla wszystkich odjemnych wartości zmiennćj r. 
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